Andlisis: Limites y continuidad de funciones 1

Matematicas |1 TEMA 7
Limites y continuidad de funciones
Problemas Propuestos

Definicidon de limites

1. Demuestra, aplicando la definicion, que Iirr;(Zx —4)=2.

2. Demuestra, aplicando la definicion, que lim =2.
X—>+00 X+8
Céalculo de limites por métodos algebraicos
3. Resuelve los siguientes limites:
. x% 4+ x2 —8x—12 . x>-8 .3t —xP—x?
a) lim — 3 5 b) lim ¢) lim——©u5——
x>2 X" +4AX° +5x° +4x+4 x—>2 X —2 x>0 X° —4X° +5X

4. Halla, en funcion de los valores de p, los siguientes limites:

2_ 3_
&) lim X~ PX iy X 78
x>2 X° —3X+2 x>2 X% —p

5. Calcula los siguientes limites:

_Ax+1-1 ] 4x X2 =2x—(x-2)
a) lim——— b) lim c) lim
x—0 X X—0 /4+X_ 4_X X—>00 X_2
6. Calcula:
2 2 3
a) lim 20Xy X4 &) lim X2
x>+ X° —3X + 4 x>+ 2X — 5X x>+ X© +12X

7. Calcula el valor de los siguientes limites:

Ax? =5x+1 VX% +2x 3x% +5x

a) lim b) Iim Y2 T2 ¢) lim

8. A partir de la definicion del nimero e, lim (1+£j = e, utilizando las propiedades de los

X—>+00 X

limites, demuestra que.

] 1) ] 1\ ] P .,
a) lim(1+=| =e’ b) lim|{1+—| =e,p=0 c) lim{l+—=| =e
X X

X—>+00 X—>+00 px X—>+00

9. Aplicando los resultados anteriores calcula:

a) lim (1+1j2 b) lim (1+i] ¢ lim [1-%
X—>400 X X—>+00 2X X—>+00 X
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A(X)
10. Teniendo en cuenta que, lim 1+L =e Yy la propiedad: “Si f(x) >0,
A(X)—>+o0 A(X)

Iim(f (x)g(x))z (Il’m f (X)Ix"l”ag(x)j ”, demuestra que si se cumple que Iim(f(x))=1y
lim(g(x)) = «, entonces, la indeterminacion Iim(f (x)g(x))= [1”] puede resolverse

aplicando la transformacion: lim(f (x)°® )= fi~]= e(xlﬁw(f(”fl)'g(”J
X—0o0

11. Aplicando la transformacion anterior, halla el valor de los siguientes limites:

x-1
2x-1 2x-1 2 >
2) |im(1+ij b) |im(i2j &) lim| X =3¢
X X—3 oo\ X +1 x>o| X© 45X -1
32 +x )"
12. Halla el valor de a para que Iim( 3 ] =2
X—>00! X
13. Calcula:
2 2 3x
a) Imlog XX by timlogl 223X | ¢) 1im Iog( szj d) Iim In| ex2
X—® X+ 2 X—2 X+ 2 X—>+00 X +2 X—>+00
14. Calcula:
a) limsin 2 b) limcos T c) limtan T
X0 X+1 X1 X+1 X1 X+1
15. Calcula:

) |im(_LJ b) Iim(SInX+3j ¢) lim (Lj d) |im(ij
x—o| SIN X X—>00 X—2 x-n/4\ tan X x—o\ tan X

16. Halla el valor de los siguientes limites:

a) lim3ue-? b) lim 3102 0 |im(ﬂj

X—2 X—>+00 X—s0 3x+1

17. Halla el valor de los siguientes limites:
—3X+2 —3X+2

a) lim[ X~ 1] b) fim| <X=1] **
I X +1 x>\ X+ 2
18. Calcula los siguientes limites:

. X Xx—1 . (2x-3 x*+5x-6 . [(x*-1 x*+3
a) lim - > b) lim - 5 ¢) lim -
-2 X=2 (X-2) -3 X—3 X =9 x| X —3 X

Www. matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/�

Andlisis: Limites y continuidad de funciones 3

19. Calcula los limites:

a) Iim(\/x+2\/;—\/;) b) 1@0(\/)(2 +2X — /X’ —3x) <) I|’m(«/x2 _5x+4—x)

X—>0 X—0

Asintotas de una funcion

2x% +x

20. Halla las asintotas de la funcién f(x) =

. Indica la posicion de la curva respecto

de sus asintotas.

21. Dada la funcion f(x) = Z ixi6’ halla con detalle sus asintotas; e indica la posicion
X“ —=5x+

de la curva respecto a ellas.

2
23. Halla las asintotas de la funcion f(x) = (x+1) .
X
4 - 2x* - ]
24. Sea f(x) = . Halla su dominio y sus asintotas.
2 pz
25. (Existe algin valor de p para el que la funcion f(x) = — 312 tenga solamente una
X“ +3X+

asintota vertical?
26. Comprueba que la funcién f (x) = 2x +sin x no tiene asintotas.

27. Halla las asintotas de las siguientes funciones:
1

a) f(x)=e™ b) f(x)=e*? 0) f(x)=e* d) f(x)=

l+e™”

28. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x)=log(x-3) b) f(x):log% ¢) f()=log(x*~4)  d) f(x)=$

Continuidad
29. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la

respuesta en cada caso.

a) fF)=x+8 b) f(x)=—2 X X

x® + C) f(X)=X2—8 d) f(X)=X2+8

) F)=vx-8 f f(x)=Vx2+4 q) f(x):\/z"i4 h) f(x)=ﬁ
X° + -

i) f(x)=e*"? ) f(X):eé k) f(x)=log(5x—6) 1) f(x)=log 21
x_+2
m) f(9=tan2x n) f()=sin—— o) f(x)=cos(2x-1) p) f(x) = 225X
x-1 2+ COS X
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30. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

x?, six<1 1-x?, six<1 cosX, six<0
a) f(x)= ’ b) f(x)= ’ c) f(x)=
) 1) {x—l, six>1 ) 1) {x—l, six>1 ) 1) {x+1, six>0
1 - et six<1 -
— <0 : 1-x, six<l1
d f0=1x_1" """ & fN=1-1 o f)f(x):{I 2ox) sixo1
sinx, six>0 x_2' ne—x) stx>
5 8

31. Estudia la continuidad de funcion f(x) = Xl —.
—X

¢Si tuviese alguna discontinuidad

evitable cdmo podria evitarse?

2
. . . - . X -1
32. Determina el tipo de discontinuidades que presenta la funcion f(x) =———.
X“+7x—-8
. . - 2X —
33. Dependiendo de los valores de p, ¢tiene la funcion f(x) = — X alguna
X —px+1
discontinuidad? Si la tuviese, ¢podria evitarse en algln caso?
. x* +kx +4 : : ]
34. La funcion f(x) = a1 es discontinua en los puntos x = -2y x = 2. Podria
evitarse alguna discontinuidad para algtn valor de k?
2 -
X%, six<l1 "

35. ¢Para qué valores de a es continua en x = 1 la funcion f (x) = ) :
2X+a, six>1

sinx—a X< —T
36. Determina los valores de a y b que hacen que la funcién f(x)=<cosx+b —n<x<0
e’ -1 x>0
sea continua en todo R.

37. Determina la continuidad de las funciones:
a) f(x)=x-1 b) f(x)=‘x2—2x‘

Teorema de Bolzano

38. Enuncia el teorema de Bolzano. Aplicando dicho teorema comprueba que la funcion
f (x) = 2x® —5x* + x +1 corta al eje OX en el intervalo [-1, 1].

39. Comprueba que la ecuacién e ™ +2x —1=0 tiene una raiz en el intervalo [-2, —1].
Calcula un valor de esa raiz con una aproximacion del orden de las centésimas.
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40. Comprueba que el polinomio P(x) = 2x® +3x? —0,2 tiene dos raices negativas y otra
positiva. Da una solucion aproximada de la raiz positiva

41. Determina los valores que puede toma p para que la funcion f(x) = 2x® + px®> —3 corte
al eje de abscisas como se indica:

a) Una vez en el intervalo [-1, O].

b) Unavez en el intervalo [0, 1].

c) Dos veces en el intervalo [-1, 1].

42. Halla el valor de p para que la funcion f(x) = x> —3x* + p tome con seguridad el valor
2 en algin punto del intervalo [1, 2]:

43. ;Para qué valores del parametro a puede asegurarse que la funcion
f (x) = x* —ax® + x+1 corta dos veces al eje OX, en el intervalo [-1, 1]?

. ., 1 .
44. ;Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcion f(x) =—— enel intervalo [0, «]?
COS X

45. ¢Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcién f (x) =sin2x+cos3x en el intervalo
[0, ®]? Encuentra, si existe, un punto de [0, «] en el cual se anule esta funcién.

46. Aplicando el teorema de Bolzano halla un intervalo en el que las siguientes funciones
corten al eje de abscisas:

a) f(X)=—x*+6 b) g(x)=x*-x-4 c) h(x) =e*? —3x

47. ¢Por qué no se puede aplicar el teorema de Bolzano, en el intervalo [-1, 1], a las
siguientes funciones?
2) f(x):3x—1 1 X x—1

2x+1 ) () T tanx 9 900 = 1-e” 109 = 1+2sinx

48. Comprueba que la ecuacién x = xsin x + cos x tiene alguna solucion real en el intervalo
[-m, =].

49. Demuestra que la funcion f(x) =e* +2cosx corta infinitas veces al eje OX. Da dos
intervalos distintos en los que pueda asegurarse que la gréafica de f corta al eje OX.

50. Demuestra que la funcion f(x) =e™ —sin x corta al eje OX en algun punto del intervalo
(n/2, ).
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Soluciones:

3.a)1/5.b)12.¢) 0.

4. a) Si p = 2 el limite serd infinito; si p = 2, vale 2.
b) Sip =4 el limite valdrd O; si p = 4, vale 3.
5.a)1/2.b)8.¢) 0.

6. a) 0. b) -3/5. ¢) .

7.a) 1/2. b) 1/2. ¢) .

9.a) e2.b) e¥2.¢c) e

11.a) e?. b) e?.¢c) e™

12. a=3In2.

13.a) 0. b) Iogg. c) —oo. d) 3.

14.a) 0. b) 0. ¢) .

15. a) to0. b) 0. ¢) /4. d) no existe.
16. a) No existe: 0; +o. b) 3. ¢) 1/3.
17. a) 1. b) No existe: 0; +oo.

18. a) . b) 2/3. ¢) 3.

19. a) 1. b) 5/2. ¢) -5/2.

20.x=1;, y=2x+3.

21. x=2;x=3;,y=0.
23.x=0;.y=x+2.

24. x#0.x=0; y=-2x

25.p:¢1;p:¢2

27.a)y=0.b)x=1;y= 1c)Not|ene dy=0y=2

28.a)x=3.b) x=0.c)x=-2;x=2".d)x=1;y=0.

29.b) x=-2. ¢) {-+8,+8}. &) x<2.h) [0, 2].]) 0. k) X< 6/5. m)x_—+k— n 1.

30.a)x=1.d)x=0.e)x=2.f) x> 2.
31. Discontinuaenx=-1o0x=1.Enx=1, f(1) =%.
32. Evitableenx =1, f(1) :g. No evitableenx =8

33.Sip>20p<-2, lafuncion tiene dos discontinuidades; si p = £2, tiene una
discontinuidad. No pueden evitarse.
34. Si k = 4, puede evitarse en x = -2. Si k = -4, puede evitarse en x = 2.

35.a=-1 36.b=-1;a=2

37. Continuas siempre. 38. Corta dos veces al eje OX entre -1y 1.
39. x =-1,25. 40. x =0,24.
41.)p>5.b)p>1.c)p>5  42.2+/2<p<d4+42.

43.a> 3.

44. No.

45. X = n/2.

46.a) [0,2]0[1,2].b) [0, 2] 0 [1, 2].¢) [0, 2] 0 [2, 5].
47. Ninguna de las funciones es continua en el intervalo [-1, 1].
49. Al menos una vez en cada intervalo [—(k +1)r, —kn] con k entero positivo.

50. La funcidn se anula en algun entre w/2 y rt. Ese sera el punto de corte.
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